4.1 Description et propriétés

Soit K =R ou C, on note K(X) le corps des fractions de I’anneau integre K[X], et c’est I’ensemble

P
des fractions rationnelles de K[X], c’est-a-dire les éléments F = 0 tels que P, Q # 0 € K[X].

P
Définition 4.1 On dit que la fraction rationnelle F = 0 est une forme irréductible lorsque

pged(P,Q) = 1.
Les opérations sur K(X) sont analogues a celles dans Q, par exemple, dans C(X) on a
X2-3 (X4+i)(X+2)+X*—3 2X2+ (24X —3+2i

X+i -
) X+2 X+2

Remarque

P R
1. Les deux fractions rationnelles F = é et F' = 3 sont dites égaux lorsque PS = QR.

P
2. Toute fraction F = ) admet une forme irréductible. En effet, si D = pged(P, Q) alors

P DR R
“0"Ds_ s avec pgcd(R,S) = 1.
X2—3X+2
Exemple. On considere la fraction rationnelle F' = X4—1+ € R(X), alors
X2-3X+2 X3 -3X2+2X X-2
AT 5% et X)X+ 1) sont des formes de F'.
X—-2 .y .
- o5 v estla forme irréductible de F dans R(X).
(X+1)(X2+1)

Hicham BENAISSA 2020-2021 FP Khouribga — Univ SMS



4.2

48 Chapter 4. Fractions rationnelles

P
Définition 4.2 — Racines et poéles. Soit F = é une fraction rationnelle irréductible, alors
- on appelle racine (resp. pole) de la fraction F toute racine du polyndéme P (resp. Q).

- I’ordre de multiplicité d’une racine (resp. un pdle) a de la fraction F # 0, est I’ordre de
multiplicité de a en tant que racine du polynéme P (resp. Q).
Remarque Un élément a € K ne peut pas étre a la fois racine et pdle d’une fraction rationnelle de
. . P . . R .
forme irréductible F = 0 sinon on aurait P(a) = Q(a) = 0 et donc les polyndmes P et Q seraient

divisibles par (X —a). Ce qui contredirait le caractere irréductible de F.

R Lesracines et les poles d’une fraction rationnelle ne peuvent étre obtenus qu’a partir
X (X3-1)

d’une forme irréductible. Par exemple, 1 n’est ni racine, ni pdle de F = 1

puisque pged(X3 — 1,X%2 —1) = X — 1. La forme irréductible 2 utilisée est

X (X2+X+1
o XXX+

X+1
X (x*-1
Exemple. 1. La fraction F = }((21) admet la forme irréductible
X (XTH+XH+1)
X+1 ’
—1+iv3  —1—-iVv3
Les racine de F dans C sont 0, Zz\f et 21\[ . Etdans R, F n’a qu’une racine 0.
X% -3X+2
2. La fraction rationnelle F' = % a la forme irréductible
B X-2
(X +HD)(XE+1)

Les poles de F dans C sont —1, i et —i. Par contre, dans R la fraction F' n’a qu’un pdle 1.

Décomposition en éléments simples

Py . = . P . .
Définition 4.3 — Partie entiére. Soient F = — une fraction rationnelle et P = QFE + R la

division euclidienne de P par Q. Le polyndme E est dit la partie entiere de F et on a

F—E+R
0
o X3 +1
Exemple. La partie enticre de F :mes‘[ le polyndme E = X>+2X +3etona
4X% —-3X +1
F=X>42X+3+ ——"——
+2X 43+ X(X — 1)
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4.2 Décomposition en éléments simples 49

Propriétés 4.1 Soit (F});—;. , des fractions de parties entieres respectives (E;);—| ., alors

n n
E = ZEi est la partie entiere de F = ZF,
i=1 i=1

Théoreme 4.1 Soit F = BB B une fraction de partie entiere E. Si les By,---,B, sont
By
deux a deux premiers, alors il existe une unique famille de polyndmes Ay, --- ,A, tels que

n
A
F:E+Zﬁ avec Vi=1,.,n : deg(A;) < deg(B;).
i=1 """

2 . o . A . . . .
Corollaire 4.1 — Séparation des pdles. Soit F = 3 une fraction de partie entiere E. Si B est

scindé, c’est-a-dire
P
B= H(X —a;)™ ou les b; sont deux a deux distincts,
i=1

alors, il existe une famille unique de polyndémes Ay, --- ,A, tels que

p
A; .
F :E+Zm avec Vi=1,..,n, deg(A;) < m;.
i=1

. A; . . . . ~
La fraction 7’% est appelé la partie polaire relative au pole a;.

(X — a,-)

A
Théoréeme 4.2 — Décomposition d’une partie polaire. Pour F = ﬁ € K(X) avec
—a
deg(A) < n, il existe une famille unique a;,-- -, @, € K tels que
a a (o7
F— 1 + 2 4. n

(X—a) (X—a)? (X —a)r

Exemple. — Méthode pratique pour déterminer la partie polaire.

A
1. Siaestunpdle d’ordre 1 de F = 5 on peut écrire B = (X —a) Q avec Q(a) # 0 et alors

A a C
F:m: X—_a +B avec o € K etD(a);éO.
——
partie
polaire

relative a a.

En multipliant cette égalité par X — a, on obtient

A (X—a)C
Q_a+—77—.

Hicham BENAISSA 2020-2021 FP Khouribga — Univ SMS



50 Chapter 4. Fractions rationnelles
A(a)
Q(a)
B=(X-a)0 = B=0+X-a)Q = B'(a)=0(a).

Ce qui en prenant X = g donne @ = . Pour trouver Q(a), on peut remarquer que

Et donc on obtient

A
2. Siaestun pole d’ordre 2 de F = 5 on peut écrire B = (X —a)? Q avec Q(a) # 0 et alors

A c
X—a)’Q (Xfa)2+X[ja tp avee & BEK et D(a)#0.

F=

partie polaire
relative a a.

En multipliant cette égalité par (X —a)?, on obtient

A (X —a)*C
— =0 X —
0 +B (X —a)+ D
. Aa)
Ce qui en prenant X = g donne @ = 0(a)’ Pour trouver Q(a), on peut remarquer que
a

B=(X—0a)’Q = B? =20+4(X—a)Q0' + (X —a)’0?® = B¥(a) =20(a).

Et donc on obtient

2A(a)
o=
B2 (a)
Pour calculer 3, on peut remarquer que
o A o A—o0Q B C
F—————=—— = = +—.
(X—a)? B (X-—a)? B X—a D

En plus, comme ona A(a) —aQ(a) =0alorsA—aQ = (X —a)A; et donc

A _ B C
(X—a)0 X—-a D’

Et cela nous ramene au premier cas.

A
3. Siaestun pdle d’ordre r de F = g On peut écrire B = (X —a)" Q avec Q(a) # 0 et alors

A o o
F= —
X—ay0 (X-ay "tx—a

C
+B avec op,---,0, € K et D(a)#0.

partie polaire
relative a a.

En multipliant par (X —a)” et puis en prenant X = a, on obtient

_ A(a) r'A(a)
%= 0@ BY@)
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4.2 Décomposition en éléments simples 51

En plus, on remarque que

F o A o  |A-o0 o n +oc1 +C
X—a) B (X—ar | B  (X—a)! X—a D’

En plus, comme on a A(a) — o, Q(a) =0alors A— o, Q = (X —a)A; et donc

Al 01 (04] C

X—ay 0 X—ay ' Tx—a'D

et on recommence pour calculer o,_;. En réitérant ce procédé, on obtient tous coefficients.

X°+1
Exemple. La fraction F = — = A admet le pdle simple O et le pdle double 1, alors
B X(X—1)?
o 11A(O 1
— la partie polaire de F relative a O est ¥ avec o= B(UEOi =1= 1.
21A(1 2
— la partie polaire de F relative a 1 est XB_I 1 + X [jzl)z avec fr = B(2>51§ =2 3= 2.

X°—-2X+1 P=X*+X34+X*+X-1
Et comme F — Bz 1 AT

On en déduit que

xX—12 (xX-12x 0=(X—-1)X
11P(1) 3
SENUIORNI

Théoréme 4.3 — Décomposition en éléments simples dans C(X).

Soit F € C(X) une fraction rationnelle irréductible, admettant les poles distincts ay,--- ,a, € C
d’ordres de multiplicité respectifs ry,--- ,r,. Alors F' s’écrit d’une maniere unique sous la forme

n ri a
F= E + Z (Z __ Tk ou les o i sont des complexes.

—~— . X —a;)k
partie =1 okl ( )
entiere partie polaire
de F. relative a a; .
. o ) N X3 +1
Exemple. D’apres les exemples précédents la décomposition de F = m dans C[X] est
1 3 2
F=X"+2X+3 =
;,__{—/—i_ X +(X—1)+(X—l)2
. N——r
partie artie i
entiere P . partie
de F. po.lalr\e polaire
relative a 0. relative & 1.

Remarque Pour calculer les coefficient de la décomposition de F, il est plus simple d’utiliser :
1. Parité de F : on en déduit des relations entre les coefficients de la décomposition de F.

2. Utilisation de lim xF(x) : supposons deg(P) < deg(Q) alors si lJirm xF (x) est finie, on peut

obtenir des relations entre les coefficients des termes en dans la décomposition de F.

1
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52 Chapter 4. Fractions rationnelles

3. S’il ne reste qu’un ou deux coefficients a déterminer : On peut substituer a X une ou deux
valeurs simples.

4. Si F est une fraction de R(X) : Si a est pdle non réel de F d’ordre r, alors @ est aussi un
pole d’ordre r et les coefficients des parties polaires associées a a et a@ sont deux a deux

conjuguées.
Exemple. La fraction F = m se décompose en éléments simples sous la forme
P a n b n c L d
CX—-1 X410 (X-1)2 0 (X+1)27

Comme F est une fraction paire alors F(X) = F(—X) et donc

F__9@ N b i c N d
X1 X+l (=X—-1)2 (=X+1)?
_ —a . —b N c . d
X4+l X1 (X+1)2 0 (X 1)
L’unicité de la décomposition implique que a = —b et ¢ = d. De plus, on a
21A :
c= (1) = ﬁ =1.
B@)(1) 8

Posons X =0, il vient 4 = F(0) = —a+ b+ c+d = 2b + 2 et donc les coefficients de F sont
a=—1,b=1ectc=d=1.

Finalement, on obtient

-1 1 1 1

F= .
X1 X+l  (X—12  (xt1p
4 3
Exemple. La décomposition de la fraction F = W en éléments simples est
a b c d
F(X)= .
M =yt T
Comme F est impaire, alors F(—X) = —F (X) et donc
—a+—b+c+d_—a+—b+—c+—d
X+1 X—-1 (X412 X-12 X—-1 X+1 (X-12 (X+1)2°
L’unicité de la décomposition assure que b = a et d = —c. De plus, on a
21A(1 2-4
CcC = ( ) = — = 17
B@(1) 8

et puisque lim X F(X) =4 = a+b, on a 2a = 4. Finalement,

po_ 2 2 1
CX—-1 X411 (X-1)?2 (X+1)2°
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4.2 Décomposition en éléments simples 53

X4 +1
X+ 1)2(X2+1)

Exemple. La décomposition de la fraction F = en éléments simples est

Fe1p %y b ¢ ¢
X+ X+ X—i X+i
On trouve .y
11A(i AN 1 21A(—1
0= (’_): cHl L, 2AE)
BW(i) — 2i(1+i)? 2 B)(—1)

En posant X =0, on obtient 1= 1+a+b—£,+£, =2+a et donc a = —1. Finalement,
i1

Xt +1 B 1 1 1 1

T X H12X2+1) _X—|—1+(X+1)2 2X —i) 2(X+i)’

Théoréme 4.4 — Décomposition en éléments simples dans R(X).

A p
Soit F = 5 une fraction irréductible de R(X) et B=5b ][] (X —a;)" H (X245, X +1))P 1a
i=1 Jj=1
décomposition de B en éléments irréductibles dans R[X]. Alors, F' s’écrit d’'une maniére unique :

q Bj
Ajk+VixX
P (S i) S (S )
i Jj= k=1

ol E est la partie entiere de F et les o 4, A ik €t ¥j x sont des nombres réels.

10x°3
Exemple. Dans C(X),laDES de F = s’écrit sous la forme :
X2+ 1)(x2—4)
Fo a n b n c n d
CX—i X+i X-2 X+42
Al A(2 A(=2
avec a = (l,):l,bzﬁzl,c: ():4etd: ( ):4etalors
B'(i) B'(2) B'(-2)
1 1 4 4

d X).
xoitxritx2 Ty dams G

Etla DES de F dans R(X) est obtenue donc en sommant les termes a pdles conjugués

X N 4 N 4
X242 X-2 X+42°

Dans I’exemple précédent, la DES dans R(X) est obtenue a partir de la DES dans C(X). On verra,
dans les exemples suivants, qu’elle peut étre obtenue directement dans R(X) sans passer par C(X).

2X(2X +1)

Exemple. LaDES de F =
P a ¢ X2 11)2

dans R(X) s’écrit sous la forme
aX+b cX+d

=T erye
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o4 Chapter 4. Fractions rationnelles

Evaluons (X2+ 1)2F en X =i (la racine de X* + 1), on obtient 2i — 4 = ci+d d’ou
c=2cet d=—4.

La limite de X F(X) en oo fournit a = 0 et I’évaluation de F en O entraine b +d = 0 et alors

b=—-d=4.
Par suite, on obtient
_ 4 n 2X —4
(X241 (X212
1
Exemple. LaDES de F = eSS ENlE dans R(X) s’écrit sous la forme
a_ . bX +c¢ n dX +e avec A(—1) !
= Vi a = = 1.
X+1 (X2+X+1)  (X24X+1)? B(-1)
, —14+iv3
Evaluons (X2—|—X+ 1)2F enX =j= —;l\f racine de X2+ X + 1, on obtient
| 1 i
djte=——=—="J=_"7J __;

(R A A VR Vi
Puisque {1, j} est une base du R-espace vectoriel C, on déduit que
d=—1¢et e=0.

D’autre part, I’évaluation de F en O et la limite lJirm XF(X) impliquent

atc+e=1
a+b=0
donc ¢ =0 et b = —1. Finalement,
1 X X
F

TXHL (X)) (XX 1)

Exercice 4.1 Donner la DES dans R(X), puis dans C(X) des fractions rationnelles suivantes

1 X+1
. B = .
X2+X+1)X2+1)(X2—1) 2T XXX X +1)

F =
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